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RESUMO: Em diversas disciplinas na matematica, sistemas de equacdes lineares sdéo muito
importantes na modelagem de uma situacdo cotidiana, neste estudo, abordaremos o problema
de descrever o conjunto de solucBes de um sistema linear, que pode ser encontrado por
métodos diretos ou iterativos. Para um melhor entendimento sobre sistemas lineares
precisamos rever alguns conceitos basicos sobre equacéo linear. Consideramos como equagédo
linear toda equacdo do tipo: a;x; + a,x, + asxz+, ..., +a,x, = c. Chama-se sistema linear a
n incognitas um conjunto de duas ou mais equacdes lineares com n incégnitas. O objetivo
proposto com o estudo € investigar a resolucdo de sistemas lineares por métodos diretos, com
a utilizacdo de operacdes elementares para obtencdo dos conjuntos solugdes desses sistemas.
O estudo deu-se por meio de uma revisdo de literatura com enfoque aos métodos diretos para
a resolucdo de sistemas lineares extraidas de literatura prépria, contetidos tedricos tornam-se
abstrato e pouco atrativo ao aluno prejudicando assim o aprendizado. Nesse estudo buscou-se
mostrar que a solucdo de um sistema linear pode ter uma aplicacdo pratica em sua vida
profissional. Como sugestdo para novos trabalhos, seria interessante pensar em algo que
envolvesse outras areas de conhecimento e ndo apenas o estudo da disciplina em si.
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Introducéo

Um sistema de equacOes lineares € um conjunto finito de equacgdes linear aplicadas
num mesmo conjunto, igualmente finito, de varidveis. Consideramos como equacdo linear
toda equagdo do tipo: a x; + a,x, + azx3+, ..., +a,x, = c. Sendo: a4, a,, as,..,a, =
Sdo os coeficientes reais, ndo todos nulos; x, x5, x3,...,x, — Sa0 as incognitas e ¢ € 0
termo independente. Os sistemas de equacdes lineares fazem parte da descricdo matematica
dos mais diversos fendmenos em quase todas as ciéncias e também é muito utilizado em
diversos algoritmos da computacéo.

O conjunto solucdo de um sistema linear podera ser vazio; podera ter uma unica solucéo
ou ainda infinitas solugdes. No caso de um sistema de duas equacdes e duas incognitas, cada
equacdo representa uma reta no R?, nesse caso, conjunto solucéo sera vazio se as retas forem

paralelas; possuira apenas uma solucgdo se as retas se cruzarem ou infinitas solucées se as retas

Ix+y=4

2x — y = 2 51 dado pelo

se sobrepuserem. BOLDRINI (1986). A solucéo do sistema S; = {

par ordenado (x,y), ou seja, (2,2). Como as retas r; e r, Se cruzam o sistema tem solucdo

- . Ix+y=4 e n . .

Unica. O sistema S, = {Zx _z _ o apresenta infinitas solucGes, pois o determinante D da
matriz € igual a zero e também D, = D, =--- = D,, = 0. Neste caso, as retas r; e r, se
~ x+y=4 . . . ,
sobrepdem. Enquanto que 0 S; = x+y=3 ndo tem solucdo, pois ndo existem numeros

reais que somados entre si de resultado igual a 3 e 4 ao mesmo tempo. Neste caso, as retas r;

e r, sdo paralelas. O gréfico das retas de S;, S, e S5 sera apresentado a seguir:

Gréfico 1. Representacdo das equacgdes de S;, S, e S3

Representacao de S; Representacédo de S, Representacdo de S,
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Classificacdo de um sistema linear

Quanto ao numero de solugbes um sistema linear pode ser possivel e determinado,
possivel e indeterminado ou impossivel. O sistema possivel e determinado (SPD) tem solucéo
Unica. Nesse caso, o determinante D da matriz deve ser diferente de zero. O sistema possivel e
indeterminado (SPI) tem infinitas solu¢fes. Um sistema linear serd indeterminado quando o
determinante D da matriz for igual a zero e também D, =D, =D;=--=D,=0. EO
sistema impossivel (SI) ndo tem solugdo. Quando um sistema é impossivel, se determinante

D da matriz for igual a zero e D; é ndo nulo par pelo menosum i € {1, 2,...,n}.
A classifica¢do de um sistema linear é dada por:

Determinado

Indeterminado
Impossivel

) . Possivel {
Sistema linear

Discussao de sistemas lineares

A discussdo de um sistema linear consiste em determinar para quais valores de um
parametro o sistema é SPD, SPI ou SI. Segundo LIMA (2008), com o calculo do
determinante da matriz incompleta do sistema e das matrizes das incognitas, utilizada na

Regra de Cramer, é possivel tirar diversas conclusdes sobre o sistema linear em estudo:

{D #0—- SPD
Sistema Linear{, _ D, =D, =D, =0- SPI
D'=0-SPlou SI{EI pelo menos1 D # 0 - SI

Um sistema de equaces lineares pode ser representado de forma matricial atraves da
seguinte equagéo:
Axx=0Db
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Sendo; que a matriz A e o vetor coluna b sdo os dados de entrada do problema numérico e a

solucdo é dado pelo vetor coluna x

a11 a12 e alTl
a a Qon , . .
A=|"3 7% " | = é amatriz dos coeficientes
AGnm1 Amz ... Amn
o
X2 . U
x =| ."| = é o vetor coluna das incognitas
[ Xn ]
by
b, . .
b = |".“| - € o vetor coluna dos termos independentes.
by,

A relacdo entre sistemas de equagdes lineares e matrizes foi criada com a finalidade de
determinar o valor das incognitas envolvendo célculo de determinantes de matrizes utilizando
regra de Cramer, que consiste na relacdo entre a matriz dos coeficientes das incognitas e a

matriz dos coeficientes independentes.

2x -5y =11

3x+6y=3" tera a seguinte representacdo matricial

Considere o sistema {

2 =51 1% _ |11
|3 +6*|}’|_|3|

Uma das propriedades de um sistema de equacfes € que a ordem em as equacdes €
colocada no sistema, nédo altera a sua solugdo. Portanto, se trocarmos a posicéo de duas linhas
quaisquer de um sistema linear, o resultado ndo sera afetado, essa operacdo é denominada de
operacdo elementar. Os métodos que utilizam uma sequéncia finita de operacdes elementares

para determinar a solucdo de um sistema sdo denominados metodos diretos. BOULOS (2005).
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Métodos diretos

Os métodos Diretos sdo aqueles que fornecem uma solugdo exata ap6s um numero

finito de operagOes elementares. Sdo eles:

Regra de Cramer
Inversao da matriz A
Eliminacao de Gauss
Fatoracao de LU

Métodos diretos

Regra de Cramer

Conforme DANTE (2007), a regra de Cramer é um método prético usado para
determinar a solucdo de um sistema linear, mas s6 podera ser utilizado se o numero de

equaces e o0 nimero de incdgnitas forem iguais.

A resolucdo de um sistema linear deve iniciar pelo calculo o determinante (D) da
matriz incompleta do sistema e em seguida substituir os termos independentes em cada coluna
e calcular seus respectivos determinantes. Para o uso da regra de Cramer o calculo do
determinante da matriz incompleta do sistema, que é a matriz formada pelos coeficientes das

incdgnitas sera apresentado a seguir:

a1 x + by =c

Considere inicialmente o seguinte sistema: {
a,x + b,y =c,

a, b , .. .
[ 1 1] — € a matriz incompleta do sistema
a, b,

b . , . .
D = [Zl bl] — € 0 determinante da matriz incompleta do sistema
2 2
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c; b , . . . . .
Dx = [Cl bl] — € 0 determinante da matriz obtida através troca dos coeficientes x pelos
2 2

termos independentes da matriz incompleta do sistema.

a; ¢ . . . . . ..
Dy = [ a; C;] — € 0 determinante da matriz obtida através troca dos coeficientes y pelos

termos independentes da matriz incompleta do sistema.

A regra de Cramer pode ser usada para resolver um sistema de equagfes n x n, onde
D # 0. Para valores de D = 0, o sistema € impossivel, ou seja, ndo tem solucdo. A solucdo é
dada pelas razdes:

Inversao da matriz A

Segundo LEON (2011), uma matriz é chamada de inversa se, e somente se seu
determinante for diferente de zero, por isso, a matriz deve ser obrigatoriamente quadrada.
Para determinar a matriz inversa, partiremos da definicdo que diz que o produto de uma
matriz de ordem n pela sua inversa também de ordem n é a matriz identidade I,,, isto €: A *
A~ =[,. Caso ndo seja possivel a obtencdo da matriz inversa, o sistema linear ndo tem
solucdo. Esse método é bastante simples, porém, muito trabalhoso quando se trata de matrizes
de ordem grande, 0 nos leva a n sistemas com n equagoes..

Consideremos A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A~! é a matriz

inversa de A se, e somente se, A x A™t =1,
Sl -6

Eliminacdo de Gauss (escalonamento)
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Para CALLIOLI (2003), o método de eliminacdo de Gauss ou escalonamento é uma

ferramenta muito Util na resolucdo direta de sistemas de equacdes lineares. E um algoritmo
que consiste em aplicar sucessivas operacdes elementares em um sistema de equacdes

lineares, com o objetivo de simplificar sua resolucéo, sem modificar a solucéo original.

Operacoes elementares entre linhas

Existem trés operacGes basicas que podem ser usadas em um sistema linear, sem

alterar a solugdo dos mesmos:

e Multiplicar uma equacdo e somar o resultado com outra equacao;
e Trocar a ordem em que as equagdes aparecem no sistema.

e Multiplicar ou dividir uma equa¢do por uma constante.

Com o uso de algumas operacfes matematicas passa para a forma escalonada, ou seja,
uma matriz triangular superior. VENTURI (2010). Sistema linear com duas equagdes e duas
incognitas, onde x,y sdo incognitas e 7 e 1 sdo os termos independentes. Na forma

escalonada.

s _{1x+3y=7
4 —1y=1

Sistema linear com trés equacdes e trés incognitas, onde x, y z sdo incognitas e 7, 1 e 6 séo 0s

termos independentes. Na forma escalonada.

Ix+3y—-3Z2=7
Se = —1ly—-2z=1
22=06

As operacdes elementares sdo reversiveis, ou seja, € possivel retornar ao sistema

inicial aplicando a sequéncia de operagdes novamente, em uma ordem inversa.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Opera%C3%A7%C3%A3o_elementar_(matrizes)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_triangular
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Resolucéo de um sistema linear Eliminacdo de Gauss (escalonamento)

Considere o sistema linear apresentado abaixo, a resolucdo de um sistema linear pelo

método do escalonamento consiste em transforma-lo em um sistema conforme o apresentado

em S¢ através de algumas manipulagdes algebricas.

Ix+2y+1z=3

A=1{2x—-3y—-1z=4

3x—1y—-2z=1

1° Passo: O coeficiente da primeira incdgnita da primeira linha deve ser igual a um.

2° Passo: Zerar o coeficiente da primeira incognita da segunda equacdo, multiplicando a

primeira equacao por menos dois e o0 resultado somar com a segunda equacéo:

2x —3y—1z=4

1x +2y+1z=3(-2) + 22
A:{
3Ix—1ly—-2z=1

.

Ix +2y+1z = +3
Ox—7y—3z=-2
3x—1y—-2z=+1

3° Passo: Zerar o coeficiente da primeira incognita da terceira equacdo, multiplicando a

primeira equagao por menos trés e o resultado somar com a terceira equagao:

Ox —7y—3z=-2

1x+2y+1z=+3(-3) + 32
A={
3Ix—1y—2z=+1

.

Ix+ 2y +1z=+43
Ox—7y—3z=-2
Ox —7y —5z =-8

4° Passo: Zerar o coeficiente da segunda incognita da terceira equacdo, multiplicando a

segunda equacao por menos um e o resultado somar com a terceira equacao:

Ix + 2y +1z=+3
A={0x—-7y—-3z=-2(-1) + 32
Ox —7y —5z = -8

:

Ix+2y+1z=+43
Ox—7y—3z=-2
0x—0y—2z=-6

Dessa forma temos um sistema escalonado, e podemos concluir que:

—2z=—6
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-6
2=
z=3

Substituindo z = 3 na segunda equacgéo encontramos o valor do y

-7y —3z = -2
-7y—-3(3)=-2
-7y —9=-2
-7y =-2+9
=7y =7
y=-1

Substituindo z = 3 e y = —1 na primeira equagdo encontramos o valor do x
x+2y+1z=+43
x+2(-1)+13) =3

x—2+3=3
x=3—3+2
x=2

Logo os numeros (2,—1,3) sdo respectivamente (x,y,z) que sdo as solugdes do sistema,

concluimos, portanto, que é um sistema SPD.

Métodos de decomposicdo LU

Por SEBASTIANI (2004), a decomposi¢cdo LU é uma forma de fatoracdo de uma
matriz ndo singular como o produto de uma matriz triangular inferior (L) e uma matriz
triangular superior (U), ou seja, A = LU. Esta decomposi¢do é usada na resolugdo de
sistemas de equagbes ou na determinagdo de matrizes inversas. Aqui abordaremos a
decomposi¢cdo de LU pelo método eliminacdo de Gauss. Segundo GRANDO (2001), o
Método de Gauss é usado para resolver sistemas de equacOes lineares, onde a matriz dos
coeficientes é tridiagonal. Uma matriz quadrada € dita tridiagonal quando os Unicos elementos
ndo nulos estdo na diagonal principal e nas diagonais imediatamente acima e abaixo dela. E
um sistema de equac0es lineares ¢ denominado tridiagonal quando a matriz associada a ele for

tridiagonal. Neste caso, a matriz A é fatorada em duas matrizes triangulares L e U. Facilitando
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assim a obtengéo do conjunto solugéo de um sistema de equagdes lineares. Uma fatoracédo de

LU de uma dada matriz quadrada é dada por:
A=LU

Onde L é triangular inferior e U € a triangular superior. Conforme figura abaixo:

a1 Qa1 Qaq3 1 0 07[U11 U1z Ugs
[a21 az; a23]=[lz1 1 0”0 Uz2 u23]

az1 Aazz d4ss l37 13, 1L 0 0 ug

Observe que os elementos da diagonal principal da matriz L é composta por todos 0s
elementos iguais a 1. Considere como exemplo da decomposic¢do de LU, o sistema com trés

equacdes e trés incognitas abaixo:

2x—3y—1z=4

Ix+2y+1z=3
Az{
3x—1y—2z=1

Aplicando o teorema de Gauss no escalonamento de sistemas temos como modelo:

x1+y,+27;
0-y,—2,
0—-0y—2z;

Nota-se que a primeira equacdo permanece inalterada, mas a partir da segunda ha um aumento
dos coeficientes nulos na ordem de cima para baixo, desse modo dizemos que o0 sistema esta

escalonado. Para o exemplo citado tomaremos (A), como uma matriz incompleta do sistema.

+1 +2 +1
A=|+2 -3 -1
+3 -1 -2

Aplicando o teorema de Gauss em A, teremos uma matriz escalonada denominada de U.

1 +2 +1
u=|o -7 =3
0O 0 -2
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Dessa forma temos uma matriz triangular superior U, onde os elementos abaixo dela sdo

todos nulos. Ou seja, a matriz U é resultante do escalonamento de Gauss.

A matriz L é formada pelos multiplicadores usados para escalonar a matriz A. Para
zerar m,; (elemento da segunda linha e primeira coluna) foi usado o numero 2, Para zerar
my, (elemento da terceira linha e primeira coluna) foi usado o numero 3, e Para zerar ms,
(elemento da terceira linha e segunda coluna) foi usado o numero 1. Dessa forma os nimeros

(2,3,e 1) vdo compor a matriz L.

Assim temos uma matriz L onde os elementos da diagonal principal valem um, acima dela sdo
todos nulos, e abaixo da diagonal principal temos uma matriz triangular inferior L onde seus

elementos séo os multiplicares usados para escalonar A.
Construcéo do sistema
Todo sistema linear pode ser escrito na forma AX = b, onde b € o termo independente

do sistema linear 4, admitindo A = LU teremos um sistema escrito na forma LUX = b, e

fazendo UX =Y, temos um novo sistema LY = b. Dessa forma teremos dois sistemas para

resolver.
o LY=0b
o UX=Y

Resolvendo o sistema LY = b, temos,
1 0 01 3

2| = |4

Y3 1

LY=b=[2 1 0
31 1
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+3
A resolucdo deste sistema nos daréd o vetor coluna Y = |—2], que sera usado na resolugdo do
—6
segundo sistema UX =Y.
Resolvendo o segundo sistema UX =Y, temos:
1 +2 +1][* +3
UX=Y=|0 -7 -=3||*2|=]|-2
0 0 -—21lxs —6
2
Resolvendo o sistema teremos o vetor coluna x = |—1/, que € a solucdo do sistema linear A.
3

Aplicacao de sistemas lineares na modelagem de situaces cotidianas.

Sistemas lineares tem infinitas aplicacfes dentro das mais diversas areas situacdes

do cotidiano das pessoas, como exemplo citaremos:

Situacdo 1.

Um comerciante pediu a seu funcionério que pesasse trés sacos de batata. O rapaz voltou
exausto, e disse:
- O primeiro e 0 segundo saco pesam juntos, tem 110 kg. O primeiro e o terceiro, juntos,
pesam 120 kg. E o segundo e o terceiro, juntos pesam tém 112 kg. Mas o comerciante queria
saber quantos quilogramas tinha cada saco. Para diminuir o esfor¢o fisico do funcionario
podemos utilizar a resolugdo de um sistema linear para determinar o peso de cada saco.
As varaveis apresentadas sdo:

e x:Pesodosacol

e y:Pesodosaco2e

e z:Peso do saco 3.
Montando um sistema temos:

x+y =110

x+z=120
y+z=112
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1° Passo: Isolar x na primeira equagéo
x+y=110
x=110—y

2° Passo: Isolar z na terceira equacéao
y+z=112
z=112—-y

3° Passo: Substituir x e z na segunda equagéo
x+z=120

(110 — y) + (112 — y) = 120

110 —y 4+ 112 —y = 120

y =751

4° Passo: Substituir y na primeira equagéo

x+y =110
x+51=110
x =59

5° Passo: Substituir y na terceira equagao

x+y =110
51+z=112
z=061

Jan/Jun 2019
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Utilizando o método da substituicdo na resolugdo de sistema linear obtemos o vetor coluna

peso (P).

Situacéo 2.

Uma escola do ensino médio tem 107 alunos nos 1° e 2° anos, 74 nos 2° e 3° anos e 91 nos 1°

e 3° anos. Determine o numero de alunos na escola, utilizando um sistema de equacGes

matriciais.
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As varaveis apresentadas sao:

e x: Alunos do 1° ano
e y: Alunos do 2°ano e

e z: Alunos do 3° ano.

Ox+1ly+1z=74

{1x+1y+02=107
1Ix+0y+1z =91

Resolvendo o sistema

x+y =107
{y+z=74
x+z=091

Isolando y na segunda equacgdo temos:
y+z=74
y=74—-z

Substituindo na primeira equacao temos:

x+y =107
x—z=107 —74
x—z=33

x—y=33

0 0 3 :
Da 1° e da 3° equacdo vem: {x 47 =91

Jan/Jun 2019

O total de alunos da escola é x + y + z, ou seja, 62 + 45 + 29 = 136 alunos.

Considerac0es Finais

14

Muitas vezes 0s contetdos tedricos, como o apresentado, tornam-se abstrato e pouco

atrativo ao aprendizado do aluno. Nesse estudo buscou-se mostrar algumas maneiras diretas

de se resolver um sistema linear e que esses conjuntos solucdes pode ter uma utilidade pratica
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em sua vida profissional. Como sugestdo para novos trabalhos, seria interessante pensar em

algo interdisciplinar, envolvendo outras areas de conhecimento e ndo apenas a disciplina em
estudo.
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